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Abstrak  

Pada artikel ini dibahas tentang pendugaan fungsi ragam pada proses Poisson periodik 

majemuk yang mempertimbangkan kehadiran tren fungsi pangkat.  Penulisan artikel 

ini bertujuan untuk mengonstruksi penduga, memeriksa kekonsistenan penduga, 

menganalisis bias, ragam dan mean squared error (MSE) asimtotik penduga, serta 

menentukan ukuran interval pengamatan proses terpendek sehingga nilai dugaan yang 

diperoleh sudah mendekati parameter yang diduga menggunakan simulasi komputer. 

Hasil kajian yang telah diperoleh berupa rumusan penduga fungsi ragam, syarat-syarat 

agar penduga yang dirumuskan kokonsisten, rumusan bias asimtotik, ragam asimtotik 

dan MSE asimtotik penduga. Berdasarkan hasil simulasi diperoleh bahwa penduga 

sudah mendekati nilai parameter yang diduga jika panjang interval waktu pengamatan 

adalah 5500.  

 

Kata kunci: fungsi ragam, kekonsistenan, proses Poisson periodik majemuk, tren 

fungsi pangkat.  

 

 

1 Pendahuluan 
 

Salah satu proses stokastik yang bermanfaat dalam pemodelan berbagai fenomena 

nyata adalah proses Poisson majemuk. Beberapa aplikasinya di antaranya pada bidang 

fisika ([3]), keuangan dan asuransi ([2]), dan demografi ([6]). Pada artikel ini, kajian 

difokuskan pada proses Poisson nonhomogen majemuk, yaitu proses majemuk yang 

komponen proses Poissonnya memiliki fungsi intensitas tak konstan dari waktu. 

Salah satu bentuk khusus dari proses Poisson nonhomogen majemuk adalah proses 

Poisson periodik (siklik) majemuk. Pada proses ini komponen Poissonnya memiliki 

intensitas fungsi periodik. Karena sebaran dari proses ini sulit diduga, maka kajian 

difokuskan pada pendugaan fungsi nilai harapan dan fungsi ragamnya. Pendugaan dua 

jenis fungsi ini pada proses Poisson periodik majemuk tanpa tren telah dikaji pada [7], 

[10], dan [15]. Kajian serupa untuk proses Poisson periodik majemuk yang 

mempertimbangkan kehadiran tren linear telah dikaji pada [1], [17], dan [18]. Selanjutnya 

kajian difokuskan pada proses Poisson periodik majemuk yang mempertimbangkan 

kehadiran tren berupa fungsi pangkat. 
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Pendugaan fungsi nilai harapan pada proses Poisson periodik majemuk dengan tren 

fungsi pangkat telah diteliti pada [16]. Dalam karya ilmiah ini pembahasan difokuskan 

pada pendugaan fungsi ragamnya, dengan tujuan sebagai berikut: (i) mengonstruksi 

penduga, (ii) mengkaji kekonsistenan penduga, (iii) menentukan bias, ragam, dan mean 

squared error (MSE) asimtotik penduga, dan (iv) menentukan ukuran interval 

pengamatan terpendek sehingga nilai dugaan sudah mendekati nilai parameter yang 

diduga.  

 

2 Metode Penelitian 
 

Alur penelitian yang dilakukan dapat dilihat pada Gambar 1. 

 

 
 

Gambar 1. Alur penelitian 

 

Langkah-langkah pelaksanaan penelitian ini dapat diringkas sebagai berikut. 

a. Merumuskan atau mengonstruksi penduga. 

b. Mengkaji kekonsistenan dari penduga yang dirumuskan. 

c. Menentukan bias, ragam, dan mean squared error (MSE) asimtotik penduga. 

d. Menentukan ukuran interval pengamatan terpendek sehingga nilai dugaan sudah 

mendekati nilai parameter yang diduga. 

 

 

3 Hasil dan Pembahasan 
 

Pada bagian ini disajikan hasil penelitian berdasarkan metode yang telah dijelaskan 

sebelumnya. Selanjutnya pada akhir bagian ini disajikan hasil simulasi penduga. 

 

Model Proses Poisson Periodik Majemuk (P3M) 

Model P3M dengan Tren Fungsi Pangkat 

PA 

Fungsi Ragam pada P3M dengan 

Tren Fungsi Pangkat 

Penjabaran Fungsi Ragam 

Pendugaan Komponen Fungsi Ragam 

Perumusan Penduga 

Bias, Ragam, dan mean 

squared error (MSE) 
Kekonsistenan 

Penduga 
Simulasi 
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3.1 Perumusan Penduga 

Misalkan {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0} adalah suatu proses Poisson yang fungsi intensitasnya 

terdiri atas dua komponen, yaitu komponen fungsi periodik 𝜆𝑐 dengan periode 𝜏 > 0  

(diketahui) dan komponen tren fungsi pangkat. Jadi, untuk setiap 𝑠 > 0, fungsi 

intensitasnya dapat ditulis sebagai berikut 

 

 𝜆(𝑠) = 𝜆𝑐(𝑠) + 𝑎𝑠𝑏 ,   (1) 

 

dengan 𝜆𝑐(𝑠) menyatakan fungsi periodik dengan periode 𝜏 dan 𝑎 > 0. Pembahasan 

dibatasi hanya untuk nilai 𝑏 diketahui dan 0 < 𝑏 < 1. Pada kajian ini tidak diperlukan 

asumsi bahwa fungsi intensitas 𝜆𝑐 memiliki bentuk parametrik, asumsi yang diperlukan 

hanya berupa fungsi periodik, yang memenuhi persamaan 

 

 𝜆𝑐(𝑠) = 𝜆𝑐(𝑠 + 𝑘𝜏),  (2) 

 

untuk setiap  𝑠 ≥ 0 dan 𝑘 ∈ ℕ, dengan ℕ melambangkan himpunan bilangan asli. 

Misalkan {𝑌(𝑡), 𝑡 ≥ 0} menyatakan suatu proses dengan 

 

 𝑌(𝑡) = ∑ 𝑋𝑖
𝑁(𝑡)
𝑖=1 ,          (3) 

 

di mana {𝑋𝑖, 𝑖 ≥ 1} adalah barisan peubah acak tak negatif yang saling bebas dan 

memiliki sebaran yang sama (i.i.d) dengan nilai harapan 𝜇 < ∞ dan ragam 𝜎2 < ∞, yang 

juga bebas terhadap {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}. Proses {𝑌(𝑡), 𝑡 ≥ 0} disebut proses Poisson periodik 

majemuk dengan tren fungsi pangkat. Model pada persamaan (3) merupakan 

pengembangan model yang dikaji pada [7], [10], dan [15]. Beberapa hasil pada 

pendugaan fungsi nilai harapan dari (3) dapat dilihat pada [16]. Beberapa hasil terkait 

lainnya dapat dilihat pada [4], [5], [8], [9], [11], [12], dan [13]. 

Misalkan 𝜇2 = 𝐸(𝑋1
2). Fungsi ragam dari 𝑌(𝑡), dinotasikan dengan 𝑉(𝑡), dapat 

dituliskan menjadi 

 

 𝑉(𝑡) = 𝐸(𝑁(𝑡))𝐸(𝑋1
2) = Λ(𝑡)𝜇2,                (4) 

 

dengan Λ(𝑡) = ∫ λ(𝑠)𝑑𝑠.
𝑡

0
  

Misalkan 𝑡𝑟 = 𝑡 − ⌊
𝑡

𝜏
⌋ 𝜏, di mana untuk setiap bilangan real 𝑥, ⌊𝑥⌋ menyatakan 

bilangan bulat terbesar yang lebih kecil dari atau sama dengan 𝑥, dan misalkan pula 𝑘𝑡,𝜏 =

⌊
𝑡

𝜏
⌋. Untuk setiap bilangan real positif 𝑡, 𝑡 dapat dinyatakan sebagai berikut 

 

 𝑡 = 𝑡𝑟 + 𝑘𝑡,𝜏𝜏,        (5) 

 

dengan 0 ≤ 𝑡𝑟 ≤ 𝜏. Misalkan Λ𝑐(𝑡) = ∫ λ𝑐(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0
 dan 𝜃 =

1

𝜏
Λ𝑐(𝜏), yaitu intensitas 

global komponen siklik pada proses {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}. Diasumsikan bahwa 𝜃 > 0. 
Selanjutnya untuk setiap 𝑡 ≥ 0, diperoleh 
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 Λ(𝑡) = 𝑘𝑡,𝜏𝜏𝜃 + Λ𝑐(𝑡𝑟) + 𝑎
𝑡𝑏+1

𝑏+1
.   (6) 

Dengan menyubstitusikan persamaan (6) ke persamaan (4), didapatkan 

 

 𝑉(𝑡) = (𝑘𝑡,𝜏𝜏𝜃 + Λ𝑐(𝑡𝑟) + 𝑎
𝑡𝑏+1

𝑏+1
) 𝜇2.   (7) 

 

Misalkan 𝑘𝑛,𝜏 = ⌊
𝑛

𝜏
⌋. Penduga bagi fungsi ragam 𝑉(𝑡) pada persamaan (7) dapat 

ditulis sebagai berikut 

 

 �̂�𝑛,𝑏(𝑡) = (𝑘𝑡,𝜏𝜏𝜃𝑛,𝑏 + Λ̂𝑐,𝑛,𝑏(𝑡𝑟) + �̂�𝑛,𝑏
𝑡𝑏+1

𝑏+1
) �̂�2,𝑛,  (8) 

 

dengan  

�̂�𝑛,𝑏 =
(𝑏+1) 𝑁([0,𝑛])

𝑛𝑏+1 ,  (9) 

𝜃𝑛,𝑏 =
1−𝑏

𝜏𝑏𝑛1−𝑏
∑

𝑁([𝑘𝜏,(𝑘+1)𝜏])

𝑘𝑏

𝑘𝑛,𝜏

𝑘=1 − �̂�𝑛,𝑏(1 − 𝑏)𝑛𝑏 ,  (10) 

Λ̂𝑐,𝑛,𝑏(𝑡𝑟) =
(1−𝑏)𝜏1−𝑏

𝑛1−𝑏
∑

𝑁([k𝜏,k𝜏+𝑡𝑟])

𝑘𝑏

𝑘𝑛,𝜏

𝑘=1 − �̂�𝑛,𝑏(1 − 𝑏)𝑛𝑏𝑡𝑟 ,  (11) 

dan  

�̂�2,𝑛 =
1

𝑁([0,𝑛])
∑ 𝑋𝑖

2𝑁([0,𝑛])
𝑖=1 ,   (12) 

dengan pengertian bahwa �̂�2,𝑛 = 0 ketika 𝑁([0, 𝑛]) = 0. Jadi, �̂�𝑛,𝑏(𝑡) = 0 ketika 

𝑁([0, 𝑛]) = 0. 

 

3.2 Kekonsistenan, Bias, Ragam, dan MSE Penduga 

Kekonsistenan lemah 

Jika 𝜆 memenuhi persamaan (1) dan 𝑌(𝑡) memenuhi persamaan (3), maka 

 

 �̂�𝑛,𝑏(𝑡)
𝑝
→ 𝑉(𝑡),  (13) 

 

untuk 𝑛 → ∞. Jadi �̂�𝑛,𝑏(𝑡) merupakan penduga konsisten lemah bagi 𝑉(𝑡).  

Pendekatan asimtotik untuk bias 

Jika 𝜆 memenuhi persamaan (1) dan 𝑌(𝑡) memenuhi persamaan (3), maka 

  

𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡))  = 𝑉(𝑡) +
ln(𝑛

𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏 (
𝑎𝑏𝜇2 (1−𝑏)(𝑡𝜏+𝑡𝑟

2)

2
) + 𝒪 (

1

𝑛1−𝑏),   (14) 

dan  

𝐵𝑖𝑎𝑠 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) =
ln(𝑛

𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏
(

𝑎𝑏𝜇2 (1−𝑏)(𝑡𝜏+𝑡𝑟
2)

2
) + 𝒪 (

1

𝑛1−𝑏
),  (15) 

untuk 𝑛 → ∞. 

Pendekatan asimtotik untuk ragam 

Jika 𝜆 memenuhi persamaan (1) dan 𝑌(𝑡) memenuhi persamaan (3), maka 
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𝑉𝑎𝑟 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) =   
ln(𝑛

𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏
(𝑎𝑏𝜇2

2(1 − 𝑏) ((𝑡2𝜃𝜏 + Λ𝑐(𝑡𝑟)𝑡𝑟
2 + 𝑡𝜃𝑡𝑟

2) +

𝑡Λ𝑐(𝑡𝑟)𝜏 +
𝑡𝑏+1

𝑏+1
(𝑡 + 𝑎𝑡𝑟

2) −
𝑉(𝑡)(𝑡𝜏+𝑡𝑟

2)

𝜇2 
−

ln(𝑛
𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏
(

𝑎𝑏(1−𝑏)(𝑡𝜏+𝑡𝑟
2)

2

4
))) + 𝒪 (

1

𝑛1−𝑏),  

 

 

 

(16) 

untuk 𝑛 → ∞. 

Pendekatan asimtotik untuk mean squared error (MSE) 

Jika 𝜆 memenuhi persamaan (1) dan 𝑌(𝑡) memenuhi persamaan (3), maka 

𝑀𝑆𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) =
ln(𝑛

𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏 (𝑎𝑏𝜇2
2(1 − 𝑏) ((𝑡2𝜃𝜏 + Λ𝑐(𝑡𝑟)𝑡𝑟

2 + 𝑡𝜃𝑡𝑟
2) + 𝑡Λ𝑐(𝑡𝑟)𝜏 +

𝑡𝑏+1

𝑏+1
(𝑡 + 𝑎𝑡𝑟

2) −
𝑉(𝑡)(𝑡𝜏+𝑡𝑟

2)

𝜇2 
)) + 𝒪 (

1

𝑛1−𝑏),  

(17) 

untuk 𝑛 → ∞. 

 

3.3 Simulasi Penyusunan Penduga dengan Data Bangkitan 

Simulasi ditujukan untuk mengamati perilaku penduga untuk kasus panjang interval 

pengamatan yang terbatas. Dalam simulasi ini, realisasi dibangkitkan dari proses Poisson 

periodik dengan tren fungsi pangkat untuk panjang interval [0, 𝑡] = [0,22]. Dengan 

rumusan fungsi intensitas pada persamaan (1) dapat diambil contoh fungsi intensitas 

sebagai berikut 

 

𝜆(𝑡) = sin (
2𝜋𝑡

5
) + 1 + 0.03𝑡

1
2⁄ .  (18) 

 

Grafik fungsi intensitas pada persamaan (18) disajikan pada Gambar 2 berikut untuk 

panjang interval [0, 𝑡] = [0,100] untuk melihat kenaikan grafik fungsi intensitas dengan 

tren fungsi pangkat. 

 
Gambar 2.  Fungsi intensitas 𝜆(𝑡)  
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Selanjutnya untuk penduga 𝜇2, dibangkitkan peubah acak 𝑋 sebanyak realisasi 

peubah acak 𝑁([0,100]) yang didapatkan dengan sebaran eksponensial dengan parameter 

𝜇 = 2, sehingga didapatkan 𝐸(𝑋) = 𝜇1 =
1

𝜇
=

1

2
 dan 𝐸(𝑋2) = 𝜇2 =

2

𝜇2
=

1

2
. Oleh karena 

itu, dengan menggunakan persamaan (7) didapatkan fungsi ragam sebagai berikut 

 

𝑉(𝑡) =
1.25

𝜋
−

1.25

𝜋
cos (

2𝜋𝑡

5
− 2𝜋 ⌊

𝑡

5
⌋) + 0.5𝑡 + 0.01𝑡

3

2.  (19) 

 

Grafik fungsi ragam pada persamaan (19) disajikan pada Gambar 3. Fungsi ragam 

pada persamaan (19) inilah yang diduga. 

 

 
Gambar 3. Fungsi ragam 𝑉(𝑡)  

Pembangkitan realisasi proses dengan fungsi intensitas pada persamaan (18) 

dilakukan dengan menggunakan teknik thinning process ([14]) pada nonhomogeneous 

Poisson process (NHPP) untuk mendapatkan titik-titik data pada counting process. 

Setelah realisasi ini didapatkan, selanjutnya dihitung penduga untuk 𝑎, 𝜃, Λ𝑐(𝑡𝑟) dan 𝜇2 

dengan rumusan pada persamaan (9), (10), (11), dan (12) untuk panjang interval waktu 

pengamatan terbatas. Dengan menggunakan rumusan penduga pada persamaan (8),  

didapatkan fungsi penduga ragam 𝑉(𝑡). Panjang interval pengamatan yang dipilih yaitu 

𝑛 = 1100, 3300, 5500, 7700 dan 9900 dengan pengulangan sebanyak 10 kali. Selanjutnya, 

dicari nilai dari 𝐵𝑖𝑎𝑠 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) , 𝑉𝑎𝑟 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)), dan 𝑀𝑆𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)). Rata-rata banyak 

kejadian dan perubahan nilai rata-rata penduga untuk 𝑎, 𝜃, dan 𝜇2 disajikan pada Tabel 

1. 

 

Tabel 1.  Rata-rata kejadian, �̂�𝑛,𝑏 , 𝜃𝑛,𝑏 dan �̂�2,𝑛 

 

𝑛 Rata-rata 

kejadian 
Rata-rata  �̂�𝑛,𝑏 Rata-rata 𝜃𝑛,𝑏 Rata-rata �̂�2,𝑛 

1100 1817.3 0.02949 0.94026 0.47553 

3300 7077.8 0.02990 0.96375 0.48714 

5500 13683.3 0.03010 0.96994 0.49122 

7700 21231.4 0.03003 0.97525 0.49491 

9900 29599.6 0.02998 0.97885 0.49519 

Nilai asli 0.03 1 0.5 
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Dari Tabel 1 dapat dilihat bahwa hasil simulasi sudah mendekati nilai asli. Rata-

rata �̂�𝑛,𝑏 dan 𝜃𝑛,𝑏 menunjukkan bahwa penduga menuju ke nilai 𝑎 dan 𝜃 yaitu 0.03 dan 

1 untuk beberapa nilai 𝑛 yang diberikan. Rata-rata �̂�2,𝑛 menunjukkan nilai penduga dekat 

dengan nilai 𝜇2 yaitu 0.5. 

Penduga untuk Λ𝑐(𝑡𝑟) bergantung pada nilai 𝑡𝑟 , di mana 𝑡𝑟 = 𝑡 − ⌊
𝑡

𝜏
⌋ 𝜏 sehingga 

didapatkan nilai perubahan rata-rata Λ̂𝑐,𝑛,𝑏(𝑡𝑟) pada Tabel 2.  

 

Tabel 2. Perubahan rata-rata Λ̂𝑐,𝑛,𝑏(𝑡𝑟) untuk interval [0,22] 

 

𝑡 Λ𝑐(𝑡𝑟) asli 𝑛=1100 𝑛=3300 𝑛=5500 𝑛=7700 𝑛=9900 

0,5,10,15,20 0 0 0 0 0 0 

1,6,11,16,21 1.54987     1.44596 1.51157 1.52060 1.52807 1.53791 

2,7,12,17,22 3.43957     3.20703 3.30897 3.33371 3.35256 3.36987 

3,8,13,18 4.43957     4.15901 4.27479 4.30419 4.32500 4.34510 

4,9,14,19 4.54987     4.25629 4.37456 4.40339 4.42646 4.45004 

Pada Tabel 2 dapat dilihat bahwa hasil simulasi sudah mendekati nilai asli. Rata-

rata Λ̂𝑐,𝑛,𝑏(𝑡𝑟) menunjukkan bahwa penduga menuju ke nilai  Λ𝑐(𝑡𝑟) untuk beberapa nilai 

𝑛 yang diberikan. 

Penduga 𝑉(𝑡) merupakan penduga yang berupa fungsi yang bergantung pada nilai 

𝑡 sehingga didapatkan perubahan nilai rata-rata �̂�𝑛,𝑏(𝑡) pada Gambar 4 berikut. 

 

 
Gambar 4.  Perubahan nilai rata-rata �̂�𝑛,𝑏(𝑡) untuk interval [0,22] 

Gambar 4 menunjukkan bahwa semakin bertambahnya nilai 𝑛, nilai rata-rata 

�̂�𝑛,𝑏(𝑡) hasil simulasi penduga semakin mendekati nilai 𝑉(𝑡).  
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Bias dan ragam penduga bagi 𝑉(𝑡) merupakan penduga yang berupa fungsi yang 

bergantung pada nilai 𝑡. Perubahan nilai  𝐵𝑖𝑎𝑠 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) dan 𝑉𝑎𝑟 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) disajikan 

pada Gambar 5a  dan Gambar 5b. 

 

 

  

Gambar 5. Perubahan nilai 𝐵𝑖𝑎𝑠 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) dan 𝑉𝑎𝑟 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) untuk interval [0,22] 

Gambar 5a dan 5b menunjukkan bahwa semakin bertambahnya nilai 𝑛, nilai 

𝐵𝑖𝑎𝑠 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) dan 𝑉𝑎𝑟 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) simulasi penduga semakin menuju ke 0. Dalam kasus 

ini, nilai 𝐵𝑖𝑎𝑠 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) dan 𝑉𝑎𝑟 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) sudah cukup kecil ketika 𝑛 = 5500. 

Perhitungan mean squared error (MSE) penduga bagi 𝑉(𝑡) merupakan penduga 

yang berupa fungsi yang bergantung pada nilai 𝑡. Perubahan nilai 𝑀𝑆𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) 

disajikan pada Gambar 6.  

 

 

Gambar 6.  Perubahan nilai 𝑀𝑆𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) untuk interval [0,22] 
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Gambar 6 menunjukkan bahwa semakin bertambahnya nilai 𝑛, nilai 𝑀𝑆𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) 

simulasi penduga semakin menuju ke 0. Dalam kasus ini, nilai 𝑀𝑆𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) sudah 

cukup kecil ketika 𝑛 = 5500. 

 

4 Simpulan 
 

Rumusan penduga fungsi ragam pada proses Poisson periodik dengan tren fungsi 

pangkat adalah 

 

�̂�𝑛,𝑏(𝑡) = (𝑘𝑡,𝜏𝜏𝜃𝑛,𝑏 + Λ̂𝑐,𝑛,𝑏(𝑡𝑟) + �̂�𝑛,𝑏
𝑡𝑏+1

𝑏+1
) �̂�2,𝑛,  

dengan 

�̂�𝑛,𝑏 =
(𝑏 + 1) 𝑁([0, 𝑛])

𝑛𝑏+1
, 

𝜃𝑛,𝑏 =
1−𝑏

𝜏𝑏𝑛1−𝑏
∑

𝑁([𝑘𝜏,(𝑘+1)𝜏])

𝑘𝑏

𝑘𝑛,𝜏

𝑘=1 − �̂�𝑛,𝑏(1 − 𝑏)𝑛𝑏  

Λ̂𝑐,𝑛,𝑏(𝑡𝑟) =
(1−𝑏)𝜏1−𝑏

𝑛1−𝑏
∑

𝑁([k𝜏,k𝜏+𝑡𝑟])

𝑘𝑏

𝑘𝑛,𝜏

𝑘=1 − �̂�𝑛,𝑏(1 − 𝑏)𝑛𝑏𝑡𝑟 ,  

dan 

�̂�2,𝑛 =
1

𝑁([0,𝑛])
∑ 𝑋𝑖

2𝑁([0,𝑛])
𝑖=1 ,  

 

dengan �̂�𝑛,𝑏(𝑡) = 0, saat 𝑁([0, 𝑛]) = 0. Penduga fungsi ragam dengan rumusan ini 

merupakan penduga konsisten lemah. 

Pendekatan asimtotik untuk bias, ragam dan MSE penduga berturut-turut adalah 

 

𝐵𝑖𝑎𝑠 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) =
ln(𝑛

𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏 (
𝑎𝑏𝜇2 (1−𝑏)(𝑡𝜏+𝑡𝑟

2)

2
) + 𝒪 (

1

𝑛1−𝑏),  

𝑉𝑎𝑟 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) =   
ln(𝑛

𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏
(𝑎𝑏𝜇2

2(1 − 𝑏) ((𝑡2𝜃𝜏 + Λ𝑐(𝑡𝑟)𝑡𝑟
2 + 𝑡𝜃𝑡𝑟

2) + 𝑡Λ𝑐(𝑡𝑟)𝜏 +

𝑡𝑏+1

𝑏+1
(𝑡 + 𝑎𝑡𝑟

2) −
𝑉(𝑡)(𝑡𝜏+𝑡𝑟

2)

𝜇2 
−

ln(𝑛
𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏
(

𝑎𝑏(1−𝑏)(𝑡𝜏+𝑡𝑟
2)

2

4
))) + 𝒪 (

1

𝑛1−𝑏
),  

dan 

𝑀𝑆𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) =
ln(𝑛

𝜏⁄ )

𝑛1−𝑏
(𝑎𝑏𝜇2

2(1 − 𝑏) ((𝑡2𝜃𝜏 + Λ𝑐(𝑡𝑟)𝑡𝑟
2 + 𝑡𝜃𝑡𝑟

2) + 𝑡Λ𝑐(𝑡𝑟)𝜏 +

𝑡𝑏+1

𝑏+1
(𝑡 + 𝑎𝑡𝑟

2) −
𝑉(𝑡)(𝑡𝜏+𝑡𝑟

2)

𝜇2 
)) + 𝒪 (

1

𝑛1−𝑏),  

untuk 𝑛 → ∞. 
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Hasil simulasi menunjukkan bahwa penduga sudah cukup mendekati nilai 

parameter yang diduga jika panjang interval waktu pengamatan yang digunakan 𝑛 =

5500. Dengan menggunakan 𝑛 = 5500, nilai 𝐵𝑖𝑎𝑠 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)), 𝑉𝑎𝑟 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)), dan 

𝑀𝑆𝐸 (�̂�𝑛,𝑏(𝑡)) sudah cukup kecil. 
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