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Abstrak : Masalah daur ulang nutrisi yang ditinjau berupa kolam
air tawar yang di dalamnya terdapat tiga komponen, yaitu nutrisi
biotik, organisme autotrof, dan organisme detritus. Model
matematika diturunkan untuk memperoleh jumlah nutrisi biotik,
organisme autotrof, dan organisme detritus. Model ini diselesaikan
dengan metode perturbasi homotopi. Metode perturbasi homotopi
merupakan suatu metode pendekatan analitik yang menggabungkan
antara metode homotopi dan metode klasik dari perturbasi.
Berdasarkan metode ini diperoleh penyelesaian model persamaan
bagi masalah daur ulang nutrisi dalam bentuk deret pangkat. Dikaji
kasus dimana tingkat pertumbuhan autotrof lebih besar dari laju
kematiannya.

Kata kunci: metode perturbasi homotopi, kolam nutrisi, dan
masalah taklinear

1. PENDAHULUAN

Ekosistem adalah suatu sistem ekologi yang terbentuk karena hubungan timbal
balik tidak terpisahkan antara makhluk hidup dengan lingkungannya.
Komponen penyusun ekosistem terdiri dari faktor abiotik dan faktor biotik.
Faktor abiotik adalah komponen yang bukan berasal dari makhluk hidup,
seperti air, udara, sinar matahari, mineral-mineral, dan lainnya. Sebagian nutrisi
abiotik dapat berupa bahan organik dan senyawa anorganik yang kemudian
diubah menjadi senyawa organik oleh organisme detritus (pengurai) untuk
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dimanfaatkan oleh organisme autotrof (organisme yang dapat membuat
makanannya sendiri). Komponen biotik adalah komponen yang berasal dari
makhluk hidup, seperti tumbuhan, hewan, organisme tingkat rendah, dan
organisme autotrof. Penelitian mengenai proses daur ulang nutrisi pada suatu
ekosistem telah banyak dilakukan, antara lain penelitian yang dilakukan oleh
Blachet [1] pada tahun 2008 yang mengkaji hubungan antara mangsa dan
pemangsa dengan melibatkan komponen biotik, abiotik, dan organisme
detritus.

Model persamaan untuk masalah daur ulang nutrisi yang dibahas dalam tulisan
ini merupakan sistem persamaan diferensial yang akan diselesaikan dengan
metode perturbasi homotopi. Metode perturbasi homotopi merupakan metode
pendekatan analitik yang menggabungkan antara metode homotopi dan metode
perturbasi. Metode ini dapat mengefisienkan penyelesaian hampiran dari
masalah taklinear [4]. Dalam [5], metode perturbasi homotopi digunakan untuk
menyelesaikan suatu sistem persamaan diferensial orde satu.

Dalam tulisan ini, dibahas proses daur ulang nutrisi yang terjadi pada suatu
kolam yang di dalamnya terdapat tiga komponen, yaitu:nutrisi abiotik,
organisme autotrof, dan organisme detritus. Komponen penyusun daur ulang
nutrisi ini dinamakan kolam nutrisi. Model persamaan bagi masalah daur ulang
nutrisi ini, diselesaikan dengan metode perturbasi homotopi, seperti yang
dilakukan oleh Odibat dalam [5].

2. MODEL PERSAMAAN

Dalam tulisan ini, ditinjau tiga komponen penyusun daur ulang nutrisi.
Komponen pertama adalah nutrisi abiotik berupa kalium (K), fosfor (P),
oksigen (O:), karbon dioksida (CO:), dan mineral-mineral lainnya. Komponen
kedua adalah organisme autotrof, seperti algae plankton. Kemudian, komponen
ketiga adalah organisme detritus yang berupa bakteri dan fungi (jamur). Nutrisi
abiotik yang berada pada kolam nutrisi berperan sebagai bahan mentah yang
digunakan oleh autotrof (produsen) untuk membuat makanannya sendiri.
Kemudian nutrisi biotik yang berupa organisme autotrof dimakan oleh
organisme yang berperan sebagai konsumen tingkat pertama. Dinamakan
konsumen tingkat pertama, karena organisme tersebut pertama kali mengambil
makanan dari produsen. Setelah itu, proses berlanjut pada tingkat konsumen
yang lebih tinggi sampai akhirnya konsumen tingkat akhir mati dan berakhir
pada organisme detritus. Detritus merupakan organisme yang menguraikan
bahan organik yang berasal dari organisme mati, seperti feses, daun yang
gugur, dan bangkai organisme mati dari semua tingkat trofik [2]. Pengurai
disebut juga komponen makro (sapotrof) karena makanan yang dimakan
berukuran lebih besar. Detritus menguraikan kembali konsumen dan produsen
tingkat akhir menjadi nutrisi abiotik. Organisme pengurai menyerap sebagian
hasil penguraian tersebut melepaskan bahan-bahan sederhana sehingga dapat
digunakan kembali oleh produsen. Diagram bagi proses daur ulang nutrisi yang
diuraikan di atas digambarkan dalam Gambar 1.
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Gambar 1 Model tiga komponen dari kolam nutrisi abiotik, autotrof, dan detritus

Misalkan banyaknya nutrisi abiotik dalam kolam nutrisi adalah N, banyaknya
autotrof dalam kolam nutrisi adalah X, dan banyaknya detritus dalam kolam
nutrisi adalah D. Model persamaan bagi masalah daur ulang nutrisi yang
ditinjau adalah model yang disusun oleh Deangelis et al. [3] pada tahun 1986,
dan diberikan oleh sistem persamaan berikut:

dN yrNX

&y - yd D N

ar N Tk an e

aX _iNX . x_ax (2.1)
d k+N

CZ—ZZ:dIX—ddD—edD

dengan Iy banyaknya nutrisi yang masuk ke dalam kolam nutrisi per satuan
waktu ¢, r,N banyaknya nutrisi yang hilang per satuan waktu, karena keluarnya
air dari dalam kolam, y suatu konstanta yang menyatakan perbandingan
banyaknya nutrisi dengan banyaknya organisme autotrof dan detritus. Untuk
masing-masing k; dan k> menyatakan tingkat pertumbuhan autotrof dan tingkat
jenuh nutrisi, d¢ adalah konstanta laju reminearilisasi yang dilakukan oleh
detritus. Reminearilisasi adalah proses kembalinya menjadi mineral. Konstanta
d; menyatakan laju kematian autotrof yang memengaruhi detritus, dan e;
adalah suatu konstanta yang disebut laju kematian autotrof yang tidak dapat
diuraikan.

Model bagi masalah daur ulang nutrisi pada kolam sederhana yang diberikan
oleh persamaan (2.1) akan diselesaikan dengan menggunakan metode
perturbasi homotopi.

3. ANALISIS METODE

Berikut ini akan dibahas konsep dasar metode perturbasi homotopi. Untuk itu,
tinjau sistem persamaan diferensial berikut:

Niy(x)]=0 (3.1
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dengan N suatu operator turunan dan y(x) fungsi yang akan ditentukan.
Misalkan fungsi homotopi H dinyatakan sebagai berikut:

H(¢, p,h) = (1= p)L(P(x, p, h) = y,) + phN[$(x, p, h)] (3.2)

dengan L operator linear, dan ¢ suatu fungsi yang bergantung pada parameter
p, dan parameter bantu 4, sedangkan yy merupakan pendekatan awal yang
berkaitan dengan syarat awal y(x,0). Selanjutnya, misalkan fungsi ¢ merupakan
penyelesaian dari persamaan berikut: H (¢, p,h) =0 atau

(1= p)L(P(x, p,h) = yy) + phN[$(x, p, )] = 0 3.3)

Berdasarkan persamaan (3.2), maka untuk p = 0 dan p = 1 masing-masing
memberikan persamaan berikut:

H($,0,h) = L(§(x, p,h) = y,) dan H(#,1,h)=hN[§(x, p,h)]

Berdasarkan persamaan (3.1) dan sifat operator linear L, maka penyelesaian
dari persamaan H(¢,0,h)=0 dan H(¢,1,h) =0 masing-masing adalah

Yo () =4(x,0,h) dan y(x)=¢(x,1,h)

Hasil ini menunjukkan bahwa fungsi ¢(x,0,#) merupakan pendekatan analitik
dari penyelesaian eksak y(x) dari persamaan (3.1).

Dalam metode perturbasi homotopi, fungsi ¢(x,p,h) dimisalkan dalam bentuk
deret berikut:

b p )=y, + > " (3.4)

m=1
yang merupakan penyelesaian dari persamaan (3.3). Fungsi y,, m = 1,2,3..
diperoleh dari persamaan (3.3).

Kasus khusus dari sistem persamaan diferensial (3.1) diberikan dalam bentuk
sistem persamaan diferensial berikut:

n

BN Ox,+f i=12,n. (3.5)
a5

Misalkan diberikan nilai awal berikut: x,(0)=¢, i=12,...,n.

Selanjutnya, pilih operator linear L dan N sebagai berikut:
dx, dx, <
Lx. =—~ dan Nx,=—~- > a.(t)x,— f.
"odt oodt JZ_:‘”()-’ /i
Berdasarkan pemilihan operator L dan N di atas, dan 2 = 1, maka persamaan
(3.3) memberikan persamaan berikut:

dx, dx,, dx,
(l—p)[%—7J+p(%—;aﬁ(t)xj—fiij. (3.6)

Misalkan penyelesaian dari persamaan (3.6) dinyatakan dalam bentuk deret:
X; = X0 T PX;y pzxi,z +L (3.7)



JMA, VOL. 10, NO.2, DESEMBER, 2011, 11 - 18 15

dan
fi= fi,l +pfi,2 +p2fi,3 +L (3.8)

Jika persamaan (3.7) dan (3.8) disubstitusi ke dalam persamaan (3.6), dan
memisahkan perpangkatan dari p, maka koefisien p*, k = 1,2,... dapat
dinyatakan dalam persaman berikut:

dx. L
xl,k — Zay(t)x],k—l +-f;,k l: 1,2,...,”- (3'9)
=

dengan syarat awal: x,,(0)=0, i=12,..,n.

Dengan demikian penyelesaian dari persamaan (3.5) dengan metode perturbasi
homotopi dinyatakan dalam bentuk deret berikut:

x,(t) = i‘xi,k (?)

dengan x;(?) diperoleh dari persamaan (3.9). Untuk lebih jelasnya, maka pada
bagian berikut dibahas aplikasinya pada masalah daur ulang nutrisi.

4. APLIKASI PADA MASALAH DAUR ULANG NUTRISI

Berikut ini dibahas penggunaan metode perturbasi homotopi yang diuraikan
pada bagian sebelumnya untuk menyelesaikan model persamaan bagi masalah
daur ulang nutrisi. Model persamaan bagi masalah daur ulang nutrisi yang
ditinjau diberikan oleh persamaan (2.1). Misalkan x;, x>, dan x3 masing-masing
menyatakan banyaknya nutrisi abiotik, banyaknya organisme autotrof, dan
banyaknya organisme detritus dalam kolam nutrisi, Berdasarkan persamaan
(2.1) diperoleh:

I _ThXX,
N k +x,
—Fy 0 7dD
7X,X
(ai’j)z 0 —(g+d) 0 |, (f)= #
0 d 0 1T
: 0

Berikut ini akan dikaji masalah daur ulang nutrisi untuk kasus y = 0.02, da=1,
rN = 0.05, di = 0.005, eq = 0.1, In = 0.1, k1=0.01. Misalkan pula syarat awal
diberikan sebagai berikut: x1(0) = 50, x2(0) = 0,005, dan x3(0) = 0,005. Ditinjau
kasus bilamana tingkat pertumbuhan dan laju kematian autotrof berbeda.
Misalkan 11=0..3,dan €1=0.05. Nilai x;(?) ditentukan berdasarkan persamaan
(3.9) dan pendekatan awal dipilih sebagai berikut:

x,,(6)=50, x,,(#)=0,005, dan x,,(¢) =0,005,

Berdasarkan persamaan (3.9) diperoleh:
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dxm YhX10%20
=1y - + ;/de3,0 —IyX
dt k +x,,

dx X, X
21 hiXieXap
= —eX,, —d X, 4.1)
dt k +x,, ’ ’

dx, |
dt

= dlxz,o - de3,0 —€pXs3

Jika semua nilai parameter yang diberikan digunakan pada persamaan (4.1),
maka penyelesaian persamaan (4.1) adalah:
X, =-2,39993 ¢, x,,=0,0012247 ¢, x,, =-0,005475 ¢

Jika proses tersebut di atas dilanjutkan hingga orde kelima, maka diperoleh
penyelesaian untuk komponen N, X, D yang masing-masing menyatakan
banyaknya nutrisi abiotik, banyaknya autotrof, dan banyaknya detritus dalam
kolam nutrisi sebagai berikut:

N(t) =50-2,399¢+0,062¢* — 0,001 +7,2x107°¢* +1,2x107°F
X(1)=0,005+0,0017 +0,0002¢* —1,8x107° £ +3,1x107*t* +6,7x107°¢
D(t) =0,005—0,005¢+0,003¢> — 0,001 +6,7x10°¢* +1,1x107°£

Tabel 1 menunjukkan bahwa tingkat kesalahan untuk penyelesaian nutrisi
biotik (N), organisme autotrof (X), dan organisme detritus (D) hingga orde
kelima dibandingkan dengan penyelesaian numeriknya yang diperoleh dengan
bantuan software berbasis fungsional adalah sangat kecil.

Tabel 1 Galat antara penyelesaian dengan metode perturbasi homotopi dan penyelesaian
numerik

t Tingkat kesalahan
(satuan waktn)  Nutrisi biotik (V) Organisme autotrof (X) Organisme deiritus (D)

0 0 0 0

0.1 1.19 % 1073 240 = 1074 498 % 107F

0.2 230 % 1073 4.21 = 1074 1.10 x 1072

0.3 3.31x 1073 270 % 1074 1.98 x 107®

0.4 425 % 1073 217 = 1074 5.46 % 107®

0.5 5.13x 1073 3.77 = 10742 1.79 = 10-7

0.6 5.04 x 1073 1.02 x 10710 5.23 x 1077

0.7 6.70 x 1073 3.48 % 10710 1.29 % 107®

0.8 7.38 % 1073 8.51 = 10740 2.85 % 1078

0.9 8.10 x 1073 1.79 % 10-° 5.69 = 10-%

1 B.75 % 1073 344 x 107F 1.03 % 1073

Gambar 2  menunjukkan grafik penyelesaian untuk nutrisi biotik (N),

organisme autotrof (X), dan organisme detritus (D) yang didekati hingga orde

kelima.
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Gambar 2. grafik penyelesaian untuk nutrisi biotik (N), organisme autotrof (X), dan organisme
detritus (D)

Gambar 2 memperlihatkan perubahan jumlah nutrisi abiotik, organisme
autotrof, dan organisme detritus selama proses daur ulang nutrisi berlangsung.
Pada kasus ini, banyaknya nutrisi abiotik pada saat terjadi proses daur ulang
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nutrisi menurun dengan sangat lambat. Hal ini dikarenakan oleh beberapa hal,
di antaranya banyaknya nutrisi yang hilang dari kolam karena keluarnya air dari
kolam nutrisi yang disebabkan oleh kebocoran pada kolam. Penyebab lainnya
adalah banyaknya nutrisi yang digunakan oleh organisme aufotrof untuk
membuat makanannya sendiri. Selain itu, tingginya tingkat pertumbuhan
autotrof mengakibatkan tingginya jumlah organisme autotrof. Seiring dengan
penurunan nutrisi abiotik, organisme autotrof mengalami peningkatan dengan
lebih cepat. Sedangkan, untuk organisme detritus mengalami penurunan
dengan lebih cepat, hal ini terjadi karena banyaknya organisme autotrof yang
telah mati tidak dapat diuraikan oleh detritus. Detritus yang tidak dapat
menguraikan autotrof disebabkan oleh adanya kebocoran pada kolam.

5 KESIMPULAN

Metode perturbasi homotopi yang digunakan untuk menyelesaikan model
persamaan bagi masalah daur ulang nutrisi dalam suatu kolam nutrisi sangat
sederhana karena hanya melibatkan pengintegralan biasa. Model persamaan
bagi masalah daur ulang nutrisi yang ditinjau berupa kolam air tawar yang di
dalamnya terdapat tiga komponen, yaitu nutrisi biotik, organisme auftotrof,
organisme detritus. Dalam metode perturbasi homotopi diperoleh bahwa
semakin tinggi orde yang digunakan semakin mendekati penyelesaian
sesungguhnya. Hal ini terlihat pada galat (tingkat kesalahan) dari orde kelima
dengan penyelesaian numeriknya lebih kecil dibandingkan penyelesaian
numerik dari orde keempat. Dalam kasus tingkat pertumbuhan autotrof lebih
tinggi dibandingkan dengan laju kematian autotrof, diperoleh hasil bahwa
banyaknya nutrisi abiotik mengalami penurunan, banyaknya organisme autotrof
mengalami peningkatan, dan banyaknya organisme detritus mengalami
penurunan.
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