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Abstract. Dalam tulisan ini dibahas representasi peta Dirichlet
ke Neumann dari sebuah rangkaian resistor berbentuk segi. Per-
masalahan ini berasal dari analogi diskret dari Tomografi Elek-
trik. Secara tidak langsung, analogi diskret terkait dengan bentuk
hampiran elemen hingga campuran dari permasalahan Tomografi
Elektrik.
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1. Pendahuluan

Tomografi Resistensi Elektrik (Electrical Resistance Tomography ERT)
merupakan salah satu teknologi pemetaan tak merusak yang menggam-
barkan distribusi bahan yang di batasi alat dengan cara melakukan
pengukuran listrik di batas. Berdasarkan data pengukuran, algoritma
rekonstruksi digunakan untuk mengetahui distribusi konduktivitas (atau
resistensi/hambatan) bahan dalam bentuk citra.

Rentang pemakaian ERT sebagai teknik citra tak merusak, cukuplah
luas. Dalam bidang biomedis, teknologi ini digunakan sebagai alat
monitor klinis dengan kemungkinan aplikasi yang cukup luas[14]. Di
bidang kebumian, aplikasi ERT cukup handal sebagai metoda yang
efektif sebagai alat tak merusak untuk monitoring lingkungan bawah
permukaan tanah [15]. Lebih jauh lagi, dalam industri proses, ERT
digunakan sebagai instrumen untuk memonitor peralatan proses yang
berbentuk silindris [16].

Meski pun dapat dikatakan sebagai alat yang cukup menjanjikan dan
’murah’, untuk menghasilkan distribusi sebagai gambar berdasarkan
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data yang dikumpulkan melalui algoritma rekonstruksi citra yang andal
dan kekar merupakan hal yang tidak mudah.

Metoda Elemen Hingga [11] pada umumnya dijadikan metoda diskreti-
sasi model alat ERT[9], sedangkan varian MEH yang dikenal sebagai
metoda campuran, digunakan di [6]. Pada [13], berdasarkan MEH
dapat ditunjukan analoginya dengan rangkaian listrik yang setiap ele-
mennya berupa resistor. Sementara itu, model analogi mempergunakan
rangkaian resistor diberikan oleh [5], [10][7], untuk potongan penam-
pang sebagai masalah 2 dimensi, dan [3] untuk masalah 3 dimensi.

2. Rangkaian Resistor

Misalkan, Γ = (N ,B), graph berarah (digraph) yang terkait dengan
rangkaian listrik, tanpa kehilangan keumuman, anggap Γ graph datar
(planar digraph). Sebut B = {b1, b2, · · · , bE} menyatakan himpunan
cabang berarah (directed branches/edges), berkait dengan himpunan
resistor, atau aliran arus pada cabang,
N = {n1, n2, · · · , nI , nI+1, nI+2, · · · , nI+β} menyatakan himpunan sim-
pul (nodes), berkait dengan himpunan tegangan, I menyatakan jum-
lah simpul dalam, dan β menyatakan jumlah simpul di batas, den-
gan :nN = I + β. Terkait dengan rangkaian tersebut, misalkan A0 ∈
({−1, 0, 1})E×nN merupakan matriks insidensi dari topologi rangkaian
listrik1.

Dengan menerapkan hukum-hukum listrik pada cabang dan simpul,
serta mengingat bahwa konduktansi sebuah resistor adalah kebalikan
nilai resistensinya, akan kita peroleh hasil sebagai berikut ini.

Dengan menggunakan Hukum Ohm di cabang, berlaku :

ǫj + (∆V )j = ijRj;

(vj − vl) = ijRj; j = 1, · · · , E (TANPA sumber tegangan)

ijRj − (vj − vl) = 0; j = 1, · · · , E (2.1)

serta Hukum Kirchoff di simpul :
∑

k∈B

akℓik = 0, ∀ℓ ∈ N . (2.2)

Tuliskan :

j = [i1i2 · · · iE]t; v = [v1v2 · · · vIvI+1 · · · vI+β]t.

Dengan anggapan bahwa elektroda terakhir di bumikan, dan penomoran
simpul dilakukan sedemikan rupa sehingga nomor simpulnya meru-
pakan nomor buntut. Maka, kolom terakhir dari matriks insidensi
akan dibuang [17]. Tuliskan A sebagai matriks dari A0 setelah kolom

1Istilah matriks insidensi disajikan agak berbeda dari satu buku ke buku yang
lain, meski pun secara esensial identik [1][4][17], di sini kita gunakan representasi
di [17], sementara di buku yang lain, transposisinya yang disebut sebagai matriks
insidensi.
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terakhirnya dibuang, tanpa kehilangan keumuman, A kita sebut ma-
triks insidensi.

Maka dari (2.1) dan (2.2) akan diperoleh sebuah sistem persamaan
linear berikut :

(
R A

At 0

)(
j
v

)

=

(
0
q

)

, (2.3)

dengan R = diag(r1, · · · , rE), dan A matriks insidensi.
Akibat pengurutan nomor simpul dengan menomori terlebih dulu

simpul di bagian dalam, kemudian mengikuti terkemudian simpul pada
batas, kita peroleh partisi matriks sebagaimana berikut ini :

A = (AI |Aβ); AI ∈ ({−1, 0, 1})E×I , Aβ ∈ ({−1, 0, 1})E×β,

maka persamaan (2.3) dapat dituliskan dalam bentuk partisi :




R [AIAβ]
[

At
I

At
β

]

0





(
j
v

)

=





0
0
q



 , (2.4)

Bila input diberikan dalam bentuk arus pasangan dipol pada batas :

qβ =

{
±1; j 6= k sepasang node di batas
0 lainnya.

Apabila dilakukan pengukuran dari batas sebanyak m kali pengukuran
dengan input arus pasangan dipol yang semuanya berbeda, kita peroleh
sebuah persamaan matriks :

K[a1 · · · am] = [b1 · · · bm]

dengan K merupakan matriks sisi kiri di (2.4), dan kolom di ruas kanan
berasal dari eksitasi arus input.

2.1. Rangkaian Resistor Bujur Sangkar (Square Network). Dalam
bagian ini, akan ditinjau kasus khusus rangkaian resistor di bidang. Un-
tuk setiap bilangan bulat positif n, sebuah jala resistor Ωh dibangun
dengan cara sebagai berikut. Simpul (nodes) dari Ωh ialah titik kisi di
bidang p = (i, j) dengan 0 ≤ i ≤ n+1 dan 0 ≤ j ≤ n+1, dengan tidak
mengikutkan titik di sudut (0, 0), (n + 1, 0), (0, n + 1), (n + 1, n + 1).
Titik simpul dari Ωh kita notasikan dengan Ω0. Interior dari Ω0, se-
but int(Ω0), terdiri dari titik simpul p = (i, j) dengan 1 ≤ i ≤ n dan
1 ≤ j ≤ n. Batas dari Ω0, sebut ∂Ω0, ialah Ω0\int(Ω0). Setiap titik
interior p memiliki 4 simpul tetangga, masing-masing bertempat di
satu kisi terdekat di atas, kanan, bawah, dan kiri; himpunan tetangga
dari simpul p, kita tuliskan N (p). Setiap simpul dalam p, p ∈ int(Ω0),
memiliki sifat semua simpul tetangganya merupakan simpul dalam,
N (p) ⊂ int(Ω0). Setiap titik p di batas, hanya tepat memiliki satu
tetangga, tepatnya satu simpul dalam berada pada jarak satu kisi.
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Satu edge(sisi) (p, q) di Ω, dengan p dan q di int(Ω0) yang berjarak
satu unit kisi, atau simpul batas p dengan tetangganya q yang meru-
pakan titik dalam. Himpunan edge disimbolkan dengan Ω1. Suatu sisi
(p, q) dengan p titik batas dan q merupakan titik dalam, disebut edge
batas.

3. Pemetaan Tegangan ke Arus di Batas (Dirichlet to
Neumann Map, Λγ).

Dengan melakukan eliminasi variabel j di persamaan (2.3) kita dap-
atkan :

AtR−1Av =

(
0
qβ

)

Akibat partisi yang diinduksi oleh penomoran simpul, maka akan kita
peroleh pemetaam dari tegangan ke arus di batas (Dirichlet to Neu-
mann map) dari rangkaian listrik :[10]

qβ = [At
β · R−1 · Aβ − At

β · R−1 · AI(A
t
I · R

−1 · AI)
−1At

I · R
−1 · Aβ]

︸ ︷︷ ︸

Λγ

vβ .

Sebaliknya pula, kita dapatkan peta input arus ke tegangan di batas
(Neumann to Dirichlet map) :

vβ = Λ†
γqβ,

dengan [·]† menyatakan invers Moore-Penrose dari [·].
Kedua peta ini mengungkapkan pada kita, bahwa tegangan pada

bata selalu dapat diperoleh untuk setiap arus yang menjadi input di
batas, demikian pula sebaliknya. Curtis & Morrow [2], membahas sifat-
sifat Λγ untuk rangkaian bujur sangkar.

4. Hubungan rangkaian resistor dan Diskretisasi Elemen
Hingga Campuran.

Perhatikan analogi sebagaimana diperlihatkan di tabel berikut :

Rangkaian Listrik Elemen Hingga Campuran
simpul Elemen
edge edge Elemen

Dengan pemilihan basis elemen hingga Raviart-Thomas orde terkecil
untuk approksimasi Elemen Hingga, analogi di atas akan menghasilkan
struktur matriks yang serupa, bandingkan dengan hasil di [8]. Sejalan
dengan pemikiran di atas, akan diperoleh pula pemetaan Λγ dan Λ†

γ

hasil diskretisasi elemen hingga yang serupa.
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