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Abstrak

Model hidden Markov terdiri dari sepasang proses stokastik yaitu proses
observasi dan proses yang memengaruhi observasi. Proses stokastik yang
memengaruhi observasi ini diasumsikan membentuk rantai Markov dan
tidak diamati. Model Poisson hidden Markov (MPHM) adalah salah satu
model hidden Markov diskret dan proses observasinya jika diketahui
proses yang memengaruhinya diasumsikan menyebar Poisson. Salah satu
ciri MPHM adalah bersifat overdispersi, yaitu ragam data lebih besar dari
rataannya. Permasalahan utama MPHM ialah menduga parameter yang
memaksimumkan  fungsi likelihood. Fungsi likelihood dihitung
menggunakan algoritme Forward-Backward. Algoritme Expectation
Maximization (algoritme EM) digunakan untuk memaksimumkan fungsi
likelihood. Penduga parameter MPHM vyang diperoleh menggunakan
algoritme EM konvergen ke titik stasioner dari fungsi likelihood.

Kata Kunci: model Poisson hidden Markov, overdispersi, algoritme
Forward-Backward, algoritme Expectation Maximization.

1. PENDAHULUAN

Terdapat banyak kejadian atau fenomena yang terjadi dalam kehidupan
sehari-hari yang bersifat tidak pasti. Ketidakpastian ini dapat dijelaskan dengan
proses stokastik. Hal ini dikarenakan proses stokastik merupakan suatu model
yang dibangun dengan aturan-aturan peluang. Model ini dapat diterapkan dalam
berbagai bidang pada kehidupan sehari-hari seperti nilai tukar rupiah, kedatangan
pelanggan ke suatu pusat layanan, dan banyaknya klaim pada suatu perusahaan
asuransi.

Ketidakpastian pada suatu fenomena dapat disebabkan oleh beberapa
faktor. Faktor-faktor penyebab ini seringkali sulit diamati. Model hidden Markov
dapat diandalkan untuk memodelkan permasalahan ini.

Model hidden Markov terdiri dari sepasang proses stokastik, yaitu proses
observasi dan proses yang memengaruhi observasi. Proses stokastik penyebab
observasi ini diasumsikan tidak diamati dan membentuk rantai Markov, yaitu
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peluang terjadinya penyebab kejadian pada suatu waktu tertentu hanya bergantung
pada penyebab kejadian pada satu satuan waktu sebelumnya. Penyebab observasi
ini biasa disebut state.

Model Poisson hidden Markov (MPHM) adalah salah satu model hidden
Markov diskret di mana observasi (kejadian yang diamati) jika diketahui
penyebab kejadiannya diasumsikan menyebar Poisson. Salah satu ciri MPHM
adalah bersifat overdispersi, yaitu ragam dari data observasi pada setiap waktu
lebih dari rataannya.

Permasalahan utama pada MPHM ialah menduga parameter yang
memaksimumkan fungsi likelihood. Karya ilmiah ini akan membahas pendugaan
parameter MPHM menggunakan algoritme Expectation Maximization (EM)
berdasarkan karya ilmiah Dempster et al. [2], kemudian membahas
kekonvergenan parameter MPHM berdasarkan karya ilmiah Wu [6].

2. MODEL POISSON HIDDEN MARKOV
2.1 Definisi

Model Poisson hidden Markov adalah model dengan waktu diskret yang
terdiri dari sepasang proses stokastik {X;,Y;};en- {X:}tey Merupakan penyebab
kejadian yang diasumsikan tidak diamati dan membentuk suatu rantai Markov.
Sedangkan {Y;},cy adalah proses observasinya yang hanya bergantung pada
{X:}ten. Kemudian peubah acak Y; diketahui X; adalah diasumsikan peubah acak
Poisson, untuk setiap t € N.

2.2 Karakteristik Model Poisson Hidden Markov

1. Diasumsikan {X;};ey adalah rantai Markov diskret, homogen dan ergodic
dengan ruang state Sy = {1,2,---,m}.

2. Matriks peluang state transisi ' = [y;;], di mana " matriks berukuran m x m
dani,j € Sy, memenuhi:
* Vij = P(Xy = jlXeoy = 0) = P(X, = jlX; = 1),
* v¥i; =20,
e XiL,viy =1 untuksetiapi =1,2,..,m.

Dalam model Poisson hidden Markov, Saat X, berada pada state i
(i € Sx), maka sebaran bersyarat Y; jika diketahui X; =i (t € N) adalah
peubah acak Poisson dengan parameter A;. Untuk setiap y € {0,1,2,...},

matriks peluang dari proses observasi IT = [r,,;], dengan

A7
=P, =ylX, =10 = 3_2"?,
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3. Vektor peluang state awal §
m X 1 dan i € Sy, dengan

Karena rantai Markov {X;};en diasumsikan rantai Markov yang ergodic, 6
merupakan sebaran yang stasioner sehingga memenuhi

I's = 6. 1)
4. Untuk setiap t e N dany € {0,1,2, ...}, fungsi sebaran marginal dari Y;, yaitu

P(Y, =) = Z P(Y, = yIXe = DP(Xe = ) = Zanyl
=i=1
5. Nilai harapan dari Y; dlberlkan oIeh

E(m—zyP(Yt y)—ZZyP(Yt yIX, = DP(X, = D

i=1y=0

- Z E(Y,|X, = DP(X, = i) = Z/h-&- o

=1 =1
dengan A merupakan vektor yang didefinisikan sebagai (1, ..., A,,).
6. Ragam dari Y; diberikan oleh

Var(Y,) = E(Y )— (E(Yt))

Z(AZ+A)6 <Z,15>

= /’l’D/l +8'1—(8'2)?,
dengan D merupakan diag(d). Berdasarkan [3] dapat ditunjukkan bahwa
terjadi overdispersi.

Berdasarkan pembahasan karakteristik MPHM di atas, model Poisson
hidden Markov {X;, Y; };en dicirikan oleh parameter ¢ = (T, 4, §), dengan
§=1[6] i€Sy,
I'=[yy] ij€Sx
A=Ay, A5, A)

Hal yang sangat penting pada MPHM ialah mengestimasi parameter
model. Akan tetapi berdasarkan persamaan (1), § dengan mudah diperoleh ketika
" diperoleh, sehingga cukup mengestimasi parameter ¢ = (I', A). Pada tesis ini
untuk mengestimasi parameter model dilakukan menggunakan metode maksimum
likelihood.
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3. PENDUGAAN PARAMETER

Misalkan T merupakan banyaknya observasi, m banyaknya state, dan y =
(y1, Y2, .,y ) merupakan barisan observasi. Diberikan sebarang ¢ > 0 cukup

m
kecil mendekati 0. & = {qb = (1) : Te[0,1]™° 1€ [e, ﬂ } merupakan
ruang parameter MPHM.

Untuk setiap € @, T(¢) = (1;(¢)), () = (1:(¢)), () = (5:(4)).

memenuhi asumsi sebagai berikut.

Asumsi Kekontinuan Parameter MPHM

1. y;:® - R, dengan y;;(¢p) =y;; merupakan fungsi yang kontinu di ®, v
i,j €Sy,

2. A;:® —> R, dengan A;(¢p) = A; merupakan fungsi yang kontinu di &, V i €
Sx,

3. 4;: ® - R, dengan §;(¢p) = &; merupakan fungsi yang kontinu di &, V i € Sy.

Selanjutnya, misalkan:

1. y = (y1,¥2 .., yr), data dari proses {Y;}1_, (biasa disebut data tak lengkap),
2. x = (iy, iy, ...,ir), penyebab dari y yang tak diamati dan merupakan data dari
proses {X,}7-,,

3. z=C(i, Y1, - ir,yr) = (x,y), data dari proses {X;,Y,}'-, (biasa disebut data
lengkap),

4. Y= {Yt}{=1,

S X = {Xt}{=1,

6. Z= {Xtr Yt}?=1f

7. P(Z =z|¢p) = p(z; ) = p(x, y|¢p), merupakan fungsi massa peluang dari Z,

8. P(Y =y|¢p) = p(y|¢) merupakan fungsi massa peluang dari Y,

9. L7 (¢p) = p(z|p) = p(x, y|¢p), merupakan fungsi likelihood dari data lengkap,

10. P(X = x|Y = y,¢) = p(x|y, p)merupakan fungsi massa peluang dari X

p(zl$) _ pCryld) _ L7(4)
pl®)  pOIP)  Lr(@)
Fungsi likelihood dari proses observasi Y didefinisikan sebagai berikut:

Lr(¢) =Py =y,Y2 =y, ... Yr = yrl)
=pu Y2 - YrlP)
= prgly|¢)m

= Z Z (Tt Tyt - Tyri) X (80 VisiaViniy =+ Vigair)

i1=1 lT=1

m m T
= Z Z 6i17TY1i1 nyit—litnytit' )
t=2

i1=1 lT=1

dengan syarat Y = y diberikan, yaitu p(x|y, ¢) =
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Permasalahan utama pada MPHM ialah mencari parameter ¢* € ® yang
memaksimumkan fungsi likelihood L;(¢). Untuk banyaknya data observasi T
yang cukup besar, menghitung fungsi likelihood ini dibutuhkan waktu yang cukup
lama. Algoritme forward-backward dapat digunakan untuk menangani masalah
ini.

3.1 Algoritme Forward-Backward

Algoritme forward-backward digunakan untuk menghitung peluang
terjadinya barisan observasi (y;,y,, -+, yr) secara rekursif, hal ini sangat berguna
untuk mempercepat waktu komputasi. Algoritme ini terbagi menjadi dua, yaitu
algoritme forward dan algoritme backward.

Baum et al. [1] mendefinisikan peluang forward sebagai berikut:

at(lld)) = P(Yl = y1'Y2 =Y ""Yt = yt'Xt = lld))'
dan peluang backward
Be(ild) = P(Yer1 = Yerr, -, Yr = yrlXe = 1, 9),

untukt = 1,2,...T,dan i € Sy.
MacDonald dan Zucchini [3] merumuskan peluang forward dan peluang
backward secara rekursif, yang biasa disebut algortime forward sebagai berikut:

a,(i|p) = my, 6,

@i (le) = | ) aildy |mye,,s

iESy
dan algoritme backward
ﬁT(]ld)) = 1;
BelI®) = ) B Gy, vy
i€ESx

untukt =1,..,T —1,dani,j € Sy.

Kemudian MacDonald dan Zucchini [3] menggunakan algoritme forward
dan algoritme backward untuk menghitung fungsi likelihood L;(¢), yang biasa
disebut algoritme forward-backward sebagai berikut:

Lr@) = ) ail®)felilg),

iIESx
untuk sebarang t = 1,2,. . .,T,dani € Sy.

Fungsi likelihood dari data lengkap MPHM adalah sebagai berikut:
T

%‘((Ib) = 6i1ny1l'1 1_[)/it—1it7TYtit' (3)
t=2
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Berdasarkan persamaan (2) dan (3), keterkaitan antara fungsi likelihood data tak-
lengkap dan data lengkap adalah sebagai berikut:

m m T
L@ =p0I$) = . Y Sy | [ Ve
ir=1 ir=1 t=2

= Zp(y,xlqb)

ZL ().

Untuk memperoleh ¢* € & yang memaksimumkan L;(¢) merupakan
masalah yang sulit. ¢* € @ yang memaksimumkan InL;(¢) juga akan
memaksimumkan L1 (¢).

Untuk ¢ € &, berlaku

L) o
Inp(x]y,¢) = In = InLr(¢) = InL7(¢p) — Inp(x|y, ¢).
Lr(¢)
Perhatikan bahwa untuk sebarang ¢ € ® juga berlaku
Ez(nLr(¢)|y) = Eg(InL7(9) |y) — Eg(Inp(x]y, $)|y), (4)

dan
Eg(nLr(@)1y) = ) InLr(@)p(xly. &)
= zlnp(yldJ)p(ny, b)

: p(x,yl9)
= 1 —
Ex np(y|¢) (313)

_lnp(yl¢) R

_In p(yl¢) ( )

(i)
=Inp(y|$)

=InLr(¢), (5)

sehingga berdasarkan persamaan (4), dan (5) diperoleh

InLy(¢) = Q(pI$) — H(¢|P), (6)
dengan Q(¢|$) = E5(n L5 ()|y) dan H(¢|$) = Ez(Inp(xly, d) ).
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Langkah pertama untuk memperoleh ¢* yang memaksimumkan In L (¢)
adalah menyelesaikan persamaan dg4(InLz(¢)) = 0 untuk mendapatkan titik
stasioner. Dengan mengikuti pola persamaan (4), dengan mudah diperoleh

95 (n Ly (9)) = E5(95n Lr(9))]y). 7
Akibat persamaan (6) dan (7), maka

05 (n Ly ($)) = E3(95(n Ly (9))]y)

= E5(05 InL7(9) ly) — E4 (94 Inp(xly, §)1). (8)
Definisikan
- 0
DQ(¢19) = £ (55 L5 @)1y ©
dan
- 0
DH(PI) = £y (55 npCxly. $)Iy), (10)

sehingga dengan mensubstitusikan persamaan (9) dan (10) ke persamaan (8) akan
diperoleh

95 (In Lr(¢)) = D'°Q(¢|$) — D'°H($|$).

Karena D'°H(p|p) = 0 untuk setiap ¢ € @ dan H(¢|p) < H(P|P) untuk
setiap ¢, ¢ € @, sehingga berdasarkan [6] untuk mencari titik stasioner dari
In L;(¢) cukup mencari titik stasioner dari Q(¢>|¢3) terhadap ¢ € ®. Akan tetapi
D°Q(¢|$) merupakan fungsi tak-linear dan sulit diselesaikan secara eksplisit
terhadap parameter ¢ € ®, akibatnya untuk memperoleh titik stasioner dari
Q(¢|g5) terhadap ¢ € ® secara analitik merupakan persoalan yang sulit, sehingga

permasalahan ini diselesaikan dengan pendekatan numerik. Pada tesis ini
digunakan algoritme Expectation Maximization.

3.2 Algoritme Expectation Maximization

Algoritme Expectation Maximization (EM) adalah algoritme iteratif yang
terdiri atas dua langkah pada setiap iterasinya, yaitu langkah E dan langkah M.
Langkah-langkah dalam algoritme EM vyaitu, ambil ¢®) sebagai penduga
parameter MPHM yang didapat pada iterasi ke-(k). Pada iterasi ke-(k + 1)
langkah E dan langkah M didefinisikan sebagai berikut:

1. Berikan nilai awal parameter ¢ untuk k = 0,
2. Langkah E — diberikan ¢, hitung

Q(¢; 6%) = E yoo (I LG(P)|Y = y)
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= a; (i1 ®) B, (ilp ™)
) i€5x Yiesy 2 (LB (1| p*R) In 6;(¢)

.\ Z Yi-1 a(i19®)B.(i19®)

£ Tics, . (Up™)BUP™)

n Z Z Z=_11Yij(¢(k))at(i|¢(k))P(Yt+1 = Yer1l X1 =j'¢(k))ﬁt+1(j|¢(k))
Zlesx at(l|¢(k))ﬁt(l|¢(k))

InP(Y, = y|Xe =i, ¢)

In Yij(d’),

iESx jESY

3. Langkah M — cari ¢**1 yang memaksimumkan Q(¢; ¢*), sehingga
Q(p**V1p®) = 0(glp®),

untuk setiap ¢ € P,

4. Ganti k dengan k+ 1 dan ulangi langkah 2 sampai langkah 4 hingga
lIn L7 (¢p%*V) — In L ()| kurang dari galat yang diinginkan, dengan kata
lain {In L7 (¢%*1)} konvergen.

Pada Langkah M, untuk memperoleh parameter yij(¢>(k+1)) yang

memaksimumkan Q(¢>|q,’>(")) terhadap ¢ € @ ialah menggunakan metode

pengali Lagrange dengan kendala .72, v;;(¢) = 1, untuk i = 1,2, ..., m. Misalkan

G(p19®) = Q(#l9p™) — X121 6:(Zv;ij(#) — 1), untuk sebarang 6; € R.
36(plo™) _

Maka menurut Paroli dan Spezia [5], v = 0 mengimplikasikan
ij

{=_11 Vij(¢(k))“t(i|¢(k))P(Yt+1 = Vi1l X1 :]"qb(k))ﬁtﬂ(ﬂ(i)(k))
T2t (i)W B,(i|p™) .

Kemudian, untuk  memperoleh  parameter Ai(¢>(k+1)) yang
memaksimumkan Q(¢|¢(")) terhadap ¢ € ® dari persamaan

0Q(¢19™) _
02;(¢) ’
berdasarkan [5] diperoleh penduga 4; ke k + 1 adalah

ZZ=1 at(i|¢(k)) ﬁt(i|¢(k)) Vt
Z=1at(i|¢(k)) ﬁt(”d’(k)) .

Yij (¢(k+1)) —

Ai(d)(k-l-l)) —
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4. KEKONVERGENAN PENDUGA PARAMETER

Akan dibuktikan barisan {InL;(¢®)} konvergen ke InLy(¢*)

menggunakan algoritme EM, dengan ¢ merupakan penduga parameter MPHM
pada iterasi ke—k dan ¢* merupakan titik stasioner dari fungsi In L (¢). Hal ini
akan dibahas pada Teorema Wu. Sebelum membahas Teorema Wu, perlu dibahas
kondisi Wu untuk kasus MPHM vyang dibuktikan oleh Paroli et al. [4] sebagai
berikut.

Kondisi Wu
Misalkan T merupakan banyaknya observasi, dan m banyaknya state. Diberikan

sebarang € > 0 cukup kecil mendekati 0. ® = {qb =([A): Tel0,1]™ 1€
m
[e, ﬂ } merupakan ruang parameter MPHM. Maka 4 kondisi berikut terpenuhi.

1. & adalah himpunan bagian terbatas dari R™*+m
2. In Ly (¢) adalah kontinu pada @ dan terdiferensialkan di dalam interior ®,
3. @0 = {¢p € ®:InLy(¢) = InLy(¢®)} adalah himpunan kompak, untuk

sebarang ¢® € @, dengan In L;(¢©) > —oo,
4. Q(¢|¢) adalah fungsi kontinu terhadap ¢ dan ¢ pada @ x ®.

Teorema Wu

Misalkan Q(¢|$) fungsi yang kontinu terhadap ¢, ¢ di @ x ®. Misalkan {¢®}
adalah barisan penduga MPHM vyang diperoleh menggunakan algoritme EM.
Maka,

1. Jika lim »® = ¢*, maka ¢* adalah titik stasioner dari fungsi In Ly (¢),

2. limInLy(¢p™®) =InLy(¢*), di mana kekonvergenannya monoton naik.

k—o0

Berdasarkan Teorema Wu di atas, kekonvergenan fungsi likelihood yang
diperoleh hanya akan menuju titik stasioner dari fungsi likelihood tersebut.
Sehingga menentukan nilai awal penduga parameter MPHM pada algoritme EM
merupakan hal yang sangat penting.

5. SIMPULAN

MPHM yang diasumsikan rantai Markovnya homogen dan ergodic serta
memenuhi Asumsi Kekontinuan Parameter, maka
1. Pendugaan parameter MPHM menggunakan algoritme EM menghasilkan
rumusan yang memaksimumkan fungsi likelihood,
2. Penduga parameter yang diperoleh konvergen ke titik stasioner dari fungsi
likelihood tersebut.
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