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Abstrak 

 

Pada artikel ini dijelaskan model persamaan diferensial nonlinear  

mangsa pemangsa Leslie Gower dengan waktu tunda pada mangsa dan 

pemangsa. Berdasarkan hasil analisis diperoleh empat titik tetap, satu di 

antaranya bersifat stabil dan tiga lainnya tidak stabil pada saat nilai 𝜏 = 0 

(tanpa waktu tunda). Waktu tunda kritis (𝜏0) adalah nilai batas yang 

menyebabkan perubahan kestabilan. Simulasi numerik dibagi menjadi 

tiga kasus, yakni ketika nilai 𝜏 = 0 ( tanpa waktu tunda ) bersifat stabil, 

𝜏 < 𝜏0 bersifat stabil dan saat nilai 𝜏 > 𝜏0 bersifat tidak stabil. Dari hasil 

simulasi saat nilai 𝜏 > 𝜏0 bersifat tidak stabil hal ini disebabkan karena 

terjadi bifurkasi pada model tersebut, titik tetap yang awalnya bersifat 

stabil menjadi tidak stabil. 

Kata Kunci: Leslie-Gower, waktu tunda, bifurkasi Hopf. 

 

1.  PENDAHULUAN 
 

Pada bidang ekologi, model matematika mangsa pemangsa banyak 

digunakan dalam penelitian, karena model mangsa pemangsa sangatlah luas dan 

penting. Pada artikel ini dibahas mengenai model mangsa pemangsa Leslie 

Gower. Model Leslie Gower mengasumsikan bahwa populasi pemangsa 

mempunyai hubungan timbal balik dengan kelangkaan populasi mangsa [1].  

Waktu tunda pada artikel ini menjelaskan saat dimana waktu yang 

dibutuhkan pemangsa untuk mencari mangsa, karena untuk memperoleh mangsa 

membutuhkan waktu sehingga pada artikel ini mempertimbangkan waktu tunda. 

Waktu tunda juga dalam bidang penelitian sangat menarik karena waktu tunda 

dalam model matematika dapat menggambarkan keadaan yang sebenarnya. 

Beberapa penulis telah menganalisis model matematika untuk mempelajari 

model mangsa pemangsa. Mereka telah mempelajari model mangsa pemangsa 

Lotka-Voltera dengan waktu tunda [2, 10]. Sebuah model matematika telah 

mengusulkan untuk mengetahui adanya bifurkasi pada model mangsa pemangsa. 

Pada tahun 2009, Yuan et al. [3] telah menganalisis bifurkasi model mangsa 

pemangsa Leslie Gower. Selain itu, Beretta dan Kuang telah meneliti mengenai 

model mangsa pemangsa menggunakan waktu tunda pada mangsa [4]. Banyak 
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peneliti telah menganalisis waktu tunda pada mangsa dan pemangsa [5, 6, 7, 8]. 

Zhang et al. telah menyajikan pengaruh waktu tunda pada mangsa dan pemangsa 

menggunakan waktu tuda serta fungsi respons Holling tipe I [9]. Pada tahun 2006, 

Nindjin et al. [1] juga telah mempelajari model mangsa pemangsa Leslie Gower 

menggunakan waktu tunda pada pemangsa  dan menggunakan fungsi respons 

Holling II. Namun, Nindjin et al. [1] tidak menggunakan waktu tunda pada 

mangsa. 

Oleh karena itu, dalam makalah ini model matematika nonlinear dianalisis 

untuk menyelidiki keadaan sistem mangsa Model ini mengacu Zhang et al. [9] 

dan Nindjin et al. [1]. Selanjutnya, model ini juga mempertimbangkan waktu 

tunda pada mangsa dan pemangsa. Tujuan dari makalah ini ialah untuk 

mempelajari keadaan sistem mangsa pemangsa. Kami mengamati dinamika model 

dengan varations parameter pada simulasi numerik. Makalah ini disusun sebagai 

berikut: Bagian 2 dikhususkan untuk deskripsi singkat dari model matematika 

yang akan dianalisis. Bagian 3 menjelaskan ekuilibrium dari model, dan bagian 4 

dan stabilitas analisis untuk setiap titik tetap, masing-masing dan menunjukkan 

adanya bifurkasi Hopf. Dalam Bagian 5, beberapa simulasi numerik dilakukan 

untuk mengamati dinamika model. Bagian terakhir adalah kesimpulan. 

 

2. MODEL MANGSA PEMANGSA LESLIE GOWER  
 

Model mangsa pemangsa mempunyai beberapa asumsi, yaitu: 

a. Laju pertumbuhan populasi mangsa dipengaruhi oleh tingkat pertumbuhan 

populasi mangsa, berkurang karena persaingan antar spesies dan interaksi 

mangsa dan pemangsa. 

b. Laju pertumbuhan populasi pemangsa dipengaruhi oleh tingkat pertumbuhan 

populasi mangsa, berkurang karena persaingan antar spesies dan interaksi 

mangsa dan pemangsa. 

Dari beberapa asumsi model mangsa pemangsa Leslie Gower tipe Holling II 

di atas maka diperoleh  

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= (𝑟1 − 𝑏𝑥(𝑡) −

𝑐1𝑦(𝑡 − 𝜏)

𝑥(𝑡) + 𝐾1
)𝑥(𝑡),

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= (𝑟2 −

𝑐2𝑦(𝑡 − 𝜏)

𝑥(𝑡 − 𝜏) + 𝐾2
)𝑦(𝑡),        

                             (1) 

dengan nilai: 

𝑥(0) ≥ 0, 𝑦(0) ≥ 0. 

Di dalam persamaan (1), 𝑥  adalah banyaknya populasi mangsa, 𝑦 adalah 

banyakya populasi pemangsa, 𝑟1 adalah pertumbuhan mangsa, b adalah tingkat 

penurunan kompetisi, 𝑐1 adalah tingkat penurunan 𝑦 karena 𝑥, 𝐾1 adalah daya 

dukung mangsa, 𝑟2 adalah pertumbuhan pemangsa,  𝑐2 adalah tingkat penurunan 

𝑦 karena 𝑥 dan 𝐾2 adalah daya dukung pemangsa. 
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3.  ANALISIS TITIK TETAP 
 

Titik tetap dari sistem (1) diperoleh dengan menentukan 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0. 

Berdasarkan hasil analisis diperoleh empat titik tetap taknegatif, yaitu 𝐸0 (0, 0, ), 

𝐸1  (
𝑟1

𝑏
, 0), 𝐸2  (0,

𝑟2𝐾2

𝑐2
) and 𝐸3( 𝑥

∗, 𝑦∗) dimana 𝑥 dan 𝑦 sebagai berikut: 

𝑥∗ =
−(𝑟2𝑐1 − 𝑐2𝑟1 + 𝑏𝑐2𝑘1) ± ∆

1
2 

2𝑏𝑐2
, 𝑦∗

± =
𝑟2𝑥(𝑡) + 𝑟2𝐾2

𝑐2
 

dimana  

∆= (𝑟2𝑐1 − 𝑐2𝑟1 + 𝑏𝑐2𝑘1)
2 − 4𝑐2𝑏(𝑐1𝑟2𝑘2 − 𝑐2𝑟1𝑘1). 

Untuk menjamin bahwa titik tetap 𝐸3  itu ada, maka diperlukan syarat bahwa nilai  
𝑟2𝐾2

𝑐2
<

𝑟1𝐾1

𝑐1
. 

 

4.  ANALISIS KESTABILAN DAN BIFURKASI HOPF 
 

Pelinearan yang dilakukan pada sistem (1) akan memberikan matriks Jacobi 

sebagai berikut:   

𝐽𝐸𝑖= =

[
 
 
 
 𝑟1 − 2𝑏𝑥∗ −

𝑐1𝑦
∗

𝑥∗ + 𝐾1
+

𝑐1𝑥
∗𝑦∗

(𝑥∗ + 𝐾1)2
+

𝑐1𝑥
∗𝑦∗(𝑡 − 𝜏)

(𝑥∗ + 𝐾1)2
𝑒−𝜆𝜏

𝑐1𝑥
∗

𝑥∗ + 𝑘1

𝑐2𝑦
∗

(𝑥∗(𝑡 − 𝜏) + 𝑘2)2
𝑒−𝜆𝜏 +

𝑐2𝑦
∗𝑦∗(𝑡 − 𝜏)

(𝑥∗(𝑡 − 𝜏) + 𝑘2)2
𝑒−𝜆𝜏 𝑟2 −

𝑐2𝑦(𝑡 − 𝜏)

𝑥(𝑡 − 𝜏) + 𝐾2
+

𝑐2𝑦(𝑡)

𝑥(𝑡 − 𝜏) + 𝐾2
𝑒−𝜆𝜏

]
 
 
 
 

 (2). 

 

Pelinearan pada titik tetap 𝐸0 ( 0, 0) untuk matriks Jacobi 𝐽𝐸𝑖
 di atas 

menghasilkan matriks Jacobi berikut: 

𝐽 = [
𝑟1 0
0 𝑟2

]. 

Dengan menyelesaikan det(𝜆𝐼 − 𝐽) = 0, diperoleh persamaan karakteristik 

sebagai berikut:  

𝜆2 − (𝑟1 + 𝑟2)𝜆 − 𝑟1𝑟2 = 0. 

Dari persamaan karekteristik diperoleh nilai eigen 𝜆1 = 𝑟1 dan 𝜆2 = 𝑟2. Karena 

parameter diasumsikan tidak negatif, maka 𝜆1 > 0 dan 𝜆2 > 0. Karena kedua nilai 

eigen positif,  maka kestabilan titik tetap 𝐸0(0,0)  bersifat tak stabil.  

Pelinearan pada titik tetap 𝐸1  (
𝑟1

𝑏
, 0) untuk matriks Jacobi 𝐽𝐸𝑖

 di atas 

menghasilkan matriks Jacobi berikut: 
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𝐽 = [
−𝑟1

𝑐1𝑟1
𝑟1 + 𝐾1𝑏

0 𝑟2

] 

Dengan menyelesaikan det(𝜆𝐼 − 𝐽) = 0, diperoleh persamaan karakteristik 

sebagai berikut:  

𝜆2 + (𝑟1 − 𝑟2)𝜆 − 𝑟1𝑟2 = 0. 

Dari persamaan karakteristik diperoleh nilai eigen 𝜆1 = −𝑟1 dan 𝜆2 = 𝑟2. Karena 

parameter diasumsikan tidak negatif, maka 𝜆1 < 0 dan 𝜆2 > 0. Nilai eigen 

pertama bernilai negatif dan nilai eigen kedua bernilai positif maka kestabilan titik 

tetap 𝐸1 (
𝑟1

𝑏
, 0) bersifat Sadel. 

Pelinearan pada titik tetap 𝐸2  (0,
𝑟2𝑘2

𝑐2
) untuk matriks Jacobi 𝐽𝐸𝑖

 di atas 

menghasilkan matriks Jacobi berikut: 

𝐽 =

[
 
 
 
 𝑟1 −

𝑐1𝑟2𝐾2

𝑐2𝐾1
0

𝑟2
2𝐾2

𝑐2
𝑟2]

 
 
 
 

. 

Dengan menyelesaikan det(𝜆𝐼 − 𝐽) = 0, diperoleh persamaan karakteristik 

sebagai berikut:  

𝜆2 − (𝑟1 −
𝑐1𝑟2𝐾2

𝑐2𝐾1
+ 𝑟2) 𝜆 − (𝑟1 −

𝑐1𝑟2𝐾2

𝑐2𝐾1
) 𝑟2 = 0. 

Dari persamaan karekteristik diperoleh nilai eigen 𝜆1 = 𝑟1 −
𝑐1𝑟2𝐾2

𝑐2𝐾1
 dan 𝜆2 = 𝑟2. 

Karena nilai parameter diasumsikan tidak negatif, maka titik tetap 𝐸2 tidak stabil 

jika memenuhi 𝑟1 >
𝑐1𝑟2𝐾2

𝑐2𝐾1
 dan 𝑟2 > 0. 

Pelinearan pada titik tetap 𝐸3 (𝑥
∗ , 𝑦∗ ) untuk matriks Jacobi 𝐽𝐸𝑖

 di atas 

menghasilkan matriks Jacobi berikut: 

 

𝐽 =

[
 
 
 
 𝑟1 − 2𝑏𝑥∗ −

𝑐1𝑦
∗

𝑥∗ + 𝐾1

+
𝑐1𝑥

∗𝑦∗

(𝑥∗ + 𝐾1)
2
+

𝑐1𝑥
∗𝑦∗(𝑡 − 𝜏)

(𝑥∗ + 𝐾1)
2

𝑒−𝜆𝜏
𝑐1𝑥

∗

𝑥∗ + 𝑘1

𝑐2𝑦
∗

(𝑥∗(𝑡 − 𝜏) + 𝑘2)
2
𝑒−𝜆𝜏 +

𝑐2𝑦
∗𝑦∗(𝑡 − 𝜏)

(𝑥∗(𝑡 − 𝜏) + 𝑘2)
2
𝑒−𝜆𝜏 𝑟2 −

𝑐2𝑦(𝑡 − 𝜏)

𝑥(𝑡 − 𝜏) + 𝐾2

+
𝑐2𝑦(𝑡)

𝑥(𝑡 − 𝜏) + 𝐾2

𝑒−𝜆𝜏

]
 
 
 
 

. 

 

Dari persamaan di atas didapat persamaan karakteristik sebagai berikut 

                                    𝜆2 + 𝑎𝜆 + 𝑏𝑒−𝜆𝜏𝜆 + 𝑐𝑒−𝜆𝜏 + 𝑑 = 0                                     (3) 

dimana 

 𝑎 = 2𝑏𝑥 − 𝑟1 − 𝑟2 +
𝑐2𝑦

𝑥+𝐾2
 +𝑐1 (

𝑦

𝑥+𝐾1
−

𝑥𝑦

𝑥+𝐾1
−

𝑥𝑦

(𝑥+𝐾1)2
), 
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 𝑏 =
𝑐2𝑦

𝑥+𝑘2
,  

 𝑐 =
𝑐2𝑦

𝑥+𝑘2
 ((2𝑏𝑥 − 𝑟1 + 𝑐1 (

𝑦

𝑥+𝐾1
−

𝑥𝑦

𝑥+𝐾1
−

𝑥𝑦

(𝑥+𝐾1)2
)) dan  

 𝑑 = (𝑟2 −
𝑦

𝑥+𝑘2
) (𝑟1 − 2𝑏𝑥 − 𝑐1 (

𝑦

𝑥+𝐾1
−

𝑥𝑦

𝑥+𝐾1
−

𝑥𝑦

(𝑥+𝐾1)2
)) . 

Untuk mengetahui kestabilan titik tetap 𝐸3(𝑥
∗, 𝑦∗) digunakan persamaan (3) 

untuk 𝜏 = 0. Menurut aturan Routh Hurwitz, nilai eigen dari persamaan 

karakteristik (3) bernilai real negatif jika dan hanya jika persamaan (3) memenuhi 

kondisi (𝑎 + 𝑏) > 0 dan (𝑐 + 𝑑) > 0, sehingga titik tetapnya bersifat stabil 

asimtotik.  

Selanjutnya akan di analisis untuk titik tetap 𝐸3 mengalami bifurkasi Hopf. 

Untuk nilai 𝜏 > 0, jika 𝜆 = 𝑖𝜔 substitusikan ke persamaan (3), dengan 

memisahkan bagian real dan bagian imajiner didapat 

 
−𝜔2 + 𝑏𝜔 sin(𝜔𝜏) + 𝑐 cos(𝜔𝜏) + 𝑑 = 0 

𝑎𝜔 + 𝑏𝜔 cos(𝜔𝜏) − 𝑐 sin(𝜔𝜏) = 0 
didapat   

cos(𝜔𝜏) =
(𝑐−𝑎𝑏)𝜔2−𝑐𝑑

(𝑐2+𝑏2𝜔2)
,sin(𝜔𝜏) =

𝑏𝜔3+𝑐𝑎𝜔−𝑏𝜔𝑑

𝑐2+𝑏2𝜔2
. 

Diperoleh nilai tunda kritis adalah sebagai berikut: 

                 𝜏𝑘
± =

1

𝜔±
tan−1 (

𝑏𝜔2
± + (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑)𝜔±

(𝑐 − 𝑎𝑏)𝜔±
2 − 𝑐𝑑

) +
𝑘𝜋

𝜔±
, 𝑘 = 0,1,2, ….         (4) 

Untuk menunjukkan bahwa pada sistem (1) terjadi bifurkasi Hopf yaitu dengan 

menunjukkan kondisi transversalitas. Kondisi transversalitas adalah suatu kondisi 

yang menyebabkan perubahan kestabilan titik tetap dengan waktu tunda.  Jika 

(
𝑑(𝑅𝑒𝜆)

𝑑𝜏
)
𝜏=𝜏𝑘

+
> 0 dipenuhi maka kondisi transversalitas dari sistem(1) terpenuhi 

sehingga terjadi bifurkasi Hopf pada titik tetap 𝐸3. Turunkan persamaan (1) 

terhadap 𝜏, maka diperoleh 

(
𝑑𝜆

𝑑𝜏
)
−1

=
2𝜆 + 𝑎

𝜆𝑒−𝜆𝜏(𝑏𝜆 + 𝑐)
+

𝑏

𝜆(𝑏𝜆 + 𝑐)
−

𝜏

𝜆
                      

(
𝑑𝜆

𝑑𝜏
)
−1

    =
2𝜆 + 𝑎

𝜆(−𝜆2 − 𝑎𝜆 − 𝑑)
+

𝑏

𝜆(𝑏𝜆 + 𝑐)
−

𝜏

𝜆
                 

𝑠𝑖𝑔𝑛 (
𝑑(𝑅𝑒𝜆)

𝑑𝜏
)

𝜆=𝑖𝜔+

= 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑎2 + 2𝜔2
+ − 2𝑑 − 𝑏2)                            
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= 𝑠𝑖𝑔𝑛 (√(2𝑑 − 𝑎2 + 𝑏2)2 − 4(𝑑2 − 𝑐2))       

sehingga terpenuhi bahwa 

(
𝑑(𝑅𝑒𝜆)

𝑑𝜏
)

𝜏=𝜏𝑘
+

> 0. 

Karena memenuhi kondisi transversalitas, maka pada persamaan (1) terjadi 

bifurkasi Hopf.  

 

5. SIMULASI NUMERIK 
 

Pada bagian ini akan dibahas mengenai simulasi numerik dengan memasukkan 

nilai - nilai parameter  kedalam persamaan (1). 𝑟1 = 2, 𝑟2 = 1 , 𝑐1 = 1 , 𝑐2 = 1, 
𝐾1 = 10,𝐾2 = 10, 𝑥(0) = 10, 𝑦(0) = 5. 

Pada simulasi ini akan disediakan tiga kasus yang berbeda, yaitu kasus 

saat nilai 𝜏 = 0, 𝜏 < 𝜏0 dan 𝜏 > 𝜏0. Nilai tunda kritis (𝜏0) yang digunakan yaitu 

1,080. Tiga kasus yang berbeda ini untuk menunjukkan keberadaan bifurkasi 

Hopf. 

 

Kasus 1 

Dinamika Populasi Mangsa pemangsa (𝝉 = 𝟎) 

 Berdasarkan nilai parameter 𝑟1, 𝑟2, 𝑐1, 𝑐2, 𝑏, 𝐾1 dan 𝐾2 diperoleh titik tetap, 

nilai eigen dan jenis kestabilan seperti diberikan dalam Tabel 1. 

Tabel 1  

Titik tetap, nilai eigen dan kestabilan untuk simulasi 

Variabel 𝐸0 𝐸1 𝐸2 𝐸3 

𝑥 0 40 0 20 

𝑦 0 0 10 30 

𝜆1 2 -1 1 -2,667+2,981i 

𝜆2 1 2 1 -2,667-2,981i 

Jenis Kestabilan Tidak Stabil Tidak Stabil Tidak Stabil Stabil 

 

Pada kasus ini diperoleh empat titik tetap, terdapat pada Tabel 1. Gambar 1 

menunjukkan starting point  atau nilai awal dengan simbol bahwa kurva bergerak 

spiral mendekati titik tetap. 
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Gambar 1 Dinamika populasi mangsa (𝑥) dengan populasi pemangsa (𝑦) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)        (b) 

 
Gambar 2 Bidang Solusi  mangsa 𝑥 (a) dan Bidang Solusi pemangsa 𝑦 (b) 

Gambar 2 memperlihatkan bahwa di awal populasi mangsa mengalami kenaikan 

yang drastis dan setelah itu pertumbuhan mangsa mengalami kestabilan pada titik 

𝑥 = 20 serta bidang solusi pemangsa memperlihatkan kenaikan lalu penurunan 

dan akhirnya mengalami kestabilan pada titik 𝑦 = 30. 

Kasus 2 

Dinamika Populasi Mangsa pemangsa pada (𝝉 < 𝝉𝟎) 

Pada kasus ini diperoleh empat titik tetap, terdapat pada Tabel 1. Gambar 3 

menunjukkan starting point atau nilai awal, bahwa kurva bergerak spiral 

mendekati titik tetap 𝐸3. Parameter yang digunakan sama dengan kasus 1. Pada 

kasus ini digunakan Teorema 2 untuk memilih nilai waktu tunda yang digunakan. 
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Teorema 2  

Misalkan 𝑚 bilangan bulat positif. Jika 𝜏 ∈ [0, 𝜏0
+) ∪ ( 𝜏0

+, 𝜏0
−) ∪ … ∪

(𝜏𝑚−1
−, 𝜏𝑚

+) titik tetap bersifat stabil dan 𝜏 ∈ [𝜏0
+, 𝜏0

−) ∪ ( 𝜏1
+, 𝜏1

−) ∪ … ∪

(𝜏𝑚−1
+, 𝜏𝑚−1

−) titik tetap bersifat tidak stabil, maka persamaan (1) akan terjadi 

bifurkasi Hopf terhadap titik tetap untuk 𝜏 = 𝜏𝑘
±, 𝑘 = 0,1,2, … [10]. 

Untuk memenuhi Teorema Kar, maka dilakukan pemilihan nilai waktu 

tunda sebagai berikut: 

Tabel 2  

Pemilihan nilai waktu tunda 

K 𝜏𝑘
+ 𝜏𝑘

− 

0 1,0800 2,8320 

1 1,0834 2,8354 

2 1,0869 2,8389 

3 1,0903 2,8423 

4 1,0938 2,8458 

5 1,0972 2,8492 

 

 Menurut Teorema 2, titik tetap 𝐸3 = (20, 30) bersifat stabil ketika 𝜏 ∈

(0,1,800) ∪ (2,8320, 1,0834) ∪ (2,8354,1,0869).Selanjutnya titik tetap 𝜏 ∈

(1,0800 , 2,8320) sehingga titik tetap 𝐸3 = (20, 30) terjadi bifurkasi Hopf. 

Berdasarkan Tabel 2 diperoleh 𝜏0. Nilai 𝜏0 inilah yang menyebabkan terjadinya 

bifurkasi untuk membuktikan hal itu maka dipilih nilai 𝜏 < 𝜏0, dalam kasus ini 

nilai 𝜏 yang digunakan yaitu 0.8. Berdasarkan simulasi dapat dilihat pada Gambar 

3 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 
Gambar 3 Dinamika populasi mangsa (𝑥) dengan populasi pemangsa (𝑦) 
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Dapat dilihat berdasarkan Gambar 3 yaitu ilustrasi bidang fase disekitar titik 

tetapnya menujukkan bahwa keadaan sistem saat nilai 𝜏 < 𝜏0 stabil. Agar dapat 

lebih jelas disajikan Gambar 4 yang menggambarkan bidang solusi mangsa dan 

pemangsa saat nilai 𝜏 < 𝜏0. 

 

 

 

 

 

 

 

(a)      (b) 

Gambar 4 Bidang Solusi  mangsa 𝑥 (a) dan Bidang Solusi pemangsa 𝑦 (b) 

Pada Gambar 4 disajikan bidang solusi mangsa dan pemangsa. Dapat dilihat 

bidang solusi mangsa, di awal pertumbuhan populasi mangsa mengalami osilasi 

yang besar, namun semakin lama nilai simpangannya semakin kecil dan 

menyebabkan populasi  mangsa tersebut stabil. Pada bidang solusi pemangsa, 

populasi pemangsa mengalami hal yang sama dengan populasi mangsa yang 

semakin lama bersifat stabil. 

Kasus 3 

Dinamika Populasi Mangsa Pemangsa (𝝉 > 𝝉𝟎) 

Pada kasus ketiga dipilih nilai 𝜏 > 𝜏0. Hal ini dimaksudkan untuk 

membuktikan apakah pada titik tetap 𝐸3 terjadi bifurkasi Hopf. Pada kasus ini 

nilai 𝜏 yang dipilih yaitu 1.1. Berdasarkan simulasi dapat dilihat pada Gambar 5 

 

 

 

 



42 N. F. SAHAMONY, P. SIANTURI, JAHARUDDIN 

  

20 40 60 80 100
t

5

10

15

20

25

30

35

x

20 40 60 80 100
t

20

30

40

50

60

y

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 5 Dinamika populasi mangsa (𝑥) dengan populasi pemangsa (𝑦) 

Dapat dilihat berdasarkan Gambar 5 yaitu ilustrasi bidang fase disekitar titik 

tetapnya menujukkan bahwa keadaan sistem saat nilai 𝜏 > 𝜏0 tidak stabil. 

Perubahan kestabilan titik tetap karena perubahan nilai parameter disebut 

bifurkasi. Pada Gambar 5 menunjukkan keadaan sistem tidak stabil saat nilai 𝜏 >

𝜏0 sedangkan saat nilai 𝜏 < 𝜏0 mengalami kestabilan, maka jelas bahwa pada saat 

nilai 𝜏 > 𝜏0 titik tettap 𝐸3 terjadi bifurkasi. Agar dapat lebih jelas disajikan 

Gambar 6 yang menggambarkan bidang solusi mangsa dan pemangsa saat 

nilai 𝜏 > 𝜏0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)     (b) 
Gambar 6 Bidang Solusi  mangsa 𝑥 (a) dan Bidang Solusi pemangsa 𝑦 (b) 

Kemunculan limit cycle  pada Gambar 5 menunjukkan bahwa pada saat 𝜏 = 1.1 

terjadi bifurkasi Hopf. Pada Gambar 6  bidang solusi pada saat 𝜏 = 1.1, 

menunjukkan terjadi osilasi yang semakin besar sehingga populasi akan 
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mengalami kenaikan karena adanya laju kelahiran mangsa yang ditentukan oleh 

interaksi pemangsa. Oleh karena itu, semakin besar nilai waktu tunda dalam 

pertumbuhan populasi menyebabkan ketidakstabilan terhadap pertumbuhan, 

dalam hal ini dapat mengakibatkan meningkatnya jumlah populasi dan juga 

penurunan populasi hingga akhirnya mengalami kepunahan. 

 

6. SIMPULAN 

 
Dalam artikel ini dianalisis model mangsa pemangsa nonlinier. Dalam 

penelitian ini dihasilkan empat titik tetap, salah satu titik tetap bersifat stabil saat 

nilai 𝜏 = 0 (tanpa menggunakan waktu tunda). Waktu tunda kritis (𝜏0) adalah 

nilai batas yang menyebabkan perubahan kestabilan. Setelah dianalisis ketika nilai 

𝜏 ≠ 0 titik tetap tersebut mengalami bifurkasi Hopf  yang menyebabkan titik tetap 

yang awalnya stabil menjadi tidak stabil. Bifurkasi adalah perubahan kestabilan 

dikarenakan perubahan nilai parameter. Berdasarkan hasil analisis bahwa pada 

titik tetap 𝐸3 mengalami bifurkasi. Hal itu diperkuat dengan adanya simulasi yang 

menunjukkan bahwa pada titik tetap 𝐸3 terjadinya bifurkasi pada saat nilai 𝜏 > 𝜏0. 
Hal ini dipengaruhi karena adanya waktu tunda pada sistem. 
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